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16.1 Introducao

Existem problemas cujas solu¢des minimamente satisfatorias s6 foram encontradas alguns
milénios apds os primeiros estudos sobre eles. Esse é o caso do Célculo Integral, cujas origens
remontam aos tempos iniciais da agrimensura, entendida como técnica para a determina¢io de
areas na superficie terrestre.

A énfase inicial da matematica nos impérios mais avancados na Antiguidade, do Egito e da
Babilonia, ocorreu na aritmética e na mensura¢io. No altimo caso, havia interesse especial na
mensuracao de areas de terras e de volumes de espacos destinados a abrigar cereais. Documentos
comprovam que, cerca de dois mil anos antes de Cristo, os babilonios ja se preocupavam com a
determinac¢io de areas de poligonos regulares, bem como da area do circulo.

A solucio definitiva do problema da determinac¢io de areas veio com o Calculo, proposto
quase simultaneamente por Newton e Leibniz ao final do século XVII. O Calculo Integral,
especificamente, ¢ mais do que a solu¢io do problema da determinacio de areas e volumes.
Vai além, portanto, do seu uso na geometria plana e espacial.

A seguir, definiremos formalmente a integral de uma fun¢io por meio de um processo
limite. Essa é a defini¢io de integral definida na formula¢io de Riemann.

De grande relevancia nesse contexto é o teorema fundamental do célculo. Ele estabe-
lece, para efeitos praticos, que o Calculo Integral pode ser entendido como o problema inverso
do Calculo Diferencial, ou seja, determinar a integral de uma funcio é equivalente a determinar

a funcido cuja derivada é igual ao integrando.

16.2 Calculo de Areas

E bem provavel que a ideia fundamental do Célculo, a de que uma grandeza possa ser subdi-
vidida indefinidamente, seja de Antifono (cerca de 490 a.C). Propunha ele que, aumentando-se
o numero de lados de poligonos inscritos num circulo, se poderia exaurir a diferenca entre a
regido delimitada pelo poligono, com um nimero indefinidamente grande de lados, e o circulo.
Lancou a base de um método que se tornou famoso na Antiguidade, denominado Método
da Exaustao. Eudoxio de Cnido (cerca de 350 a.C), a quem usualmente se atribui o método,

formulou-o de uma forma mais geral, ao afirmar que

Fundamentos de Matematica |



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

Se de um todo (uma grandeza fisica) se subtrai uma parte nio menor que sua metade
e se da mesma se subtrai uma parte nio menor do que sua metade e assim indefini-

damente, se chegara afinal a uma parte menor do que qualquer outra predeterminada.

Assim, ele encontrou um método para determinar a area de uma superficie plana arbitraria
inscrevendo no interior dela uma sequéncia de n poligonos, de tal forma que a soma das areas
dessa sequéncia, ou a sequéncia das areas em si, viesse a convergir para a area da regido delimitada
pela curva dada inicialmente.

Arquimedes empregou o Método da Exaustio para determinar aproximagdes para o nimero
T assim como para determinar outras areas. Em sua obra, O Método, desenvolveu outra estra-
tégia para encontrar areas. Para tanto, a ideia era a de recortar tirinhas de uma figura, de menor
tamanho possivel, e em seguida pesa-las. Nesse método encontramos as raizes do conceito de
infinitésimos ou regides infinitesimais aqui representadas pelas tirinhas.

Consideremos uma questio abordada por Arquimedes, utilizando o método da exaustio.
Trata-se de dois modos para “exaurir”’, por meio de poligonos regulares, a regido delimitada por
um circulo. Podemos promover a exaustio do circulo considerando um poligono regular de n
lados circunscrito. A exaustdo se refere ao processo mediante o qual as areas das duas figuras se

tornam arbitrariamente proximas uma da outra, que, no caso, consiste
em tomar o numero n de lados do poligono cada vez maior. Nesse

caso, a area A do circulo sera calculada por excesso e escrevemos:

onde 4 © é a area do poligono (em excesso) no qual a circunferéncia

I\®
ole

Figura 16.1: Poligonos circunscritos ~ €Sta 11SCr1ta.

a uma dada circunferéncia. . , ~ .
Outra alternativa é a exaustio por falta. Nesse caso, consideramos po-

ligonos inscritos na circunferéncia e escrevemos para a area 4 do circulo:
A2 An(_) 162

Figura 16.2: Poligono inscrito ; ; 3 . .
numa circunferéncia. onde, agora 4@ ¢ a area do poligono (em falta) inscrito na

circunferéncia.
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Arquimedes concluiu que o ntmero T deveria estar limitado por dois valores:
A ) A )

- STS 16.3
R R

e, usando um poligono de 96 lados, obteve:

3E< 1t<3E 16.4

71
Veremos a seguir que o calculo integral, na formula¢io de Riemann, tem raizes no proce-

dimento anterior.

16.3 0 calculo de uma area por
meio de um processo limite

A titulo de ilustracio do método geral, consideremos a area da
regiio compreendida entre o eixo X e a curva, grifico de y = x?%,
quando x varia no intervalo [0, x ], conforme a Figura 16.3.

No método a ser empregado a seguir, 0 primeiro passo consiste — X x

em dividir o intervalo [0, x] em 7 partes iguais. Esquematicamente, ,
Figura 16.3: Area da regido delimitada

temos a seguinte divisio de intervalo [0, x,]: pelas curvas y = € y = 0 (ix0 ).
| | | | | | |
| | | | | | 1
0 X 2% 3%, o (n=D)x, ()% _
n n n n n !

Figura 16.4: Divisao do intervalo [0, x ] em n partes.

Dessa forma, cada subintervalo dessa divisio tem comprimento igual a x,/n. Consideremos
o i-ésimo subintervalo, onde 1 <i <n. Em qualquer dos subintervalos, a fun¢io dada varia.
No entanto, admitindo que, em cada um deles, a fun¢io assume um valor constante, reduzimos
o problema ao de determinar a soma de areas de retangulos. Nesse caso, cada retangulo tem uma

base que mede x/n e altura igual ao valor da fun¢do, admitida agora constante, no intervalo.
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Se considerarmos o valor da fun¢io no subintervalo como igual ao seu valor minimo nesse

intervalo, isto é,
2
y(xl.)zymjn(i)z((i—l)-ﬁj 169
n

o célculo da area sera, nesse caso, aproximado por falta, jA que tomamos para o valor constante

o valor minimo. Dessa forma, a area aproximada por falta é dada pela soma:

2 2 2 2
S = (o-ﬁj +(1-ﬁ) +(2-ﬁj +...+((n—1)-ﬁ) oo
n n n n n
16.6
3
=x—§[12 +2°+3° +...+(n—l)2}
A n
y
Levando-se em conta a identidade:
n—1)n(2n-1
12+22+32+...+(n—1)2=( ) ) 167
obtemos, de 16.6 e 16.7, que a area determinada de forma aproxi-
mada, por falta, é dada pela expressio
X, x
: 5, =% =) @n) I
Figura 16.5: Area determinada n 6
por falta.

Consideremos, agora, o valor constante em cada subintervalo como o valor maximo da

funcio nesse intervalo, isto €, escolhemos:

)= (=12

O i-ésimo subintervalo, para 1 <7 <n, determina um retangulo cuja base mede x/n e cuja

2
X
=L 16.10
n

altura é, nesse caso,
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Nessas circunstancias, a area da regido compreendida entre o eixo X e a curva y = x?, para x

variando no intervalo [0, x ], ¢ aproximada por excesso e seu valor é dado pela soma

X, ? X, ? X, ? X, ? X
S = [ -—0} +{2-—°} +...+[(n—l)-—°} +‘:n-—°} 0=
n n n n n

4 =x—°3[12+22+32+...+n2]

16.11

3
n

Utilizando em 16.11 a identidade

n(n+1)(2n+1
P+2*+3+...+n° = (2 +1)( ) 16.12
6
o valor aproximado da area, nesse caso, sera:
X, x
) xo3 (n+1)-(2n+1)

Figura 16.6: Area determinada SmaX = 16.13
pOr eXCesso. n 6

Assim, vemos que, em ambos 0s casos, a area da regiio depende do nimero n de divisdes do
intervalo [0, x,]. Certamente, seu valor estard compreendido entre os valores minimo e maximo
ja calculados. Ou seja, podemos escrever que a area satisfaz:

3 3
x,” (n=1)-(2n—-1 x, (n+1)-(2n+1
o (n=1)-(2n-1) __x) (nt1)-(2n41)

2 - - 2
n 6 n

16.14

Notamos agora que fazendo o niimero 7 de divisdes do intervalo [0, x,] crescer indefinida-

mente, isto é, no limite em que 7 tende a infinito, obtemos os seguintes resultados:

n2(2—3+1j
lim x_(f(n—l)-(2n—1) — lim x_o3 n n x,’
6

== 16.15
X—>00 n 6 X—>0 n2 3
€
3 1
N2+ =+
3 (n+1)-(2n+1 2 ( 2) :
lim x%—(n )6( n+l) =lim x%—: L Zx?o 16.16
X—0 n X—>0 n
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E, portanto, como os resultados sio iguais, podemos escrever com seguranga que a area ¢ dada por:

3
S=1imS=% 16.17

X—>0

Esse é o resultado exato para a area da regiio considerada.

16.4 Soma de Riemann

Vamos agora estender o procedimento anterior para uma func¢io arbitraria. Com isso,
chegaremos a uma definicio formal, rigorosa e precisa da integral definida. O texto a seguir é

adaptado do site ecalculo.if.usp.br.

Y

Figura 16.7: Regido compreendida
entre as curvasy =f(x)ey =0no

—=>
a h X
intervalo [a, b].

Seja fuma func¢io continua num intervalo [a, b] e tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b].
Nosso interesse é o de determinar a area da regiio compreendida entre o grafico de fe o eixo
X, quando x varia no intervalo [a, b]. Para tanto, vamos considerar uma parti¢io do intervalo
[a, b], constituida pelo conjunto de n + 1 pontos, P = {a = x,, X, X,, ..., x, = b}. Com essa
parti¢do, ficam determinados 7 subintervalos, cada um deles da forma [x,_, x ]. Como no caso
anterior, o indice 7 varia de 1 até n, isto é, 1 <i <n. Se tomarmos as 7 divisdes do intervalo [a, b]
todas do mesmo tamanho, cada um dos subintervalos tera um comprimento designado por Ax,
onde Ax =x, —x,_,, para 1 <i <n.Tal simplificacio ndo € necessaria, mas serd muito til.

Em cada um dos subintervalos [x,_ , x ], teremos um valor de x = m,, para o qual a funcao

atinge um valor minimo. Assim um valor aproximado, por falta, para a area da regido, ¢ dado por:
Suin (P f )= Ax- f (my)+ Ax- f(my)+ Ax- f (my)+...+Ax- f(m,) =D Ax- f(m,) 1518
i1

que é denominada soma inferior relativa a particio P e a funcio f.
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Podemos, no entanto, considerar outra situacdo. Consideremos agora, em cada um dos
subintervalos [xif " xi], outro valor de x = M, para o qual a fun¢io atinge, nesse intervalo, o valor

maximo. Seja f(M)) para cada i, 1 <i <n, esse valor maximo. Obtemos assim um valor, agora

aproximado por excesso, para a area da regido. Escrevemos:

n
S (P f)=Dx- f (M) +Ax- f(M,)+Ax- f(M,)+...+Ax- f(M,) =D Ax- f(M,) 1519
i=1
que é a soma superior relativa a particio P e a funcio f.
Evidentemente, poderiamos considerar um outro ponto em cada um dos subintervalos
[x, |, x], diferente de m e de M. Designamos esse ponto por x,". Considerando o valor da
fun¢io nesse ponto como o valor constante da fun¢do nesse subintervalo, obtemos outro valor

aproximado para a area da regido:

Soprox (Psf) = Ax.f(xf)+...+Axf(x;) = Zn:Axf(xl*) 16.20

i=1

Por hipétese, podemos prever que a soma acima satisfaz:

Sin (Prf) S S o (Po S ) S S (P S) 16.21

Quando fazemos crescer indefinidamente o nimero de pontos da parti¢do, isto ¢, fazemos

n—00, obtemos:

lirn[SallDrOX (P,f)] =4 16.22

n—0

Pode-se provar que para qualquer escolha dos pontos x,” em cada um dos subintervalos

[x xl.], para 1 <i <n, vale o resultado:

-1
lim S (P,f)] =A 16.23

onde S*(P, f) indica a soma obtida para a particular escolha de x;".
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Considerando agora os pontos da parti¢ao definindo subintervalos nio necessariamente do

mesmo tamanho, qualquer uma das somas
n
Zf(xl. ).Ax,. 16.24
i=1

¢ denominada soma de Riemann para a fung@o f, relativa a particdo P e aos niimeros x;’
para 1 <i<n. Observe que a escolha da particio determina o tamanho de Ax, para 1 <i <n.

Por isso mesmo, uma soma de Riemann ¢ indicada por
2 %
.
S (P,f)=2f(x,.).Axi 16.25
i=1

sem recorrermos agora a simplificacio de tomar os subintervalos iguais, discutida acima. Essa
soma depende da particio P e da funcio f.

Vale observar que, assumindo que os subintervalos da particio possam ser diferentes, ao
calcular o limite ndo basta fazer n tender ao infinito, mas é preciso que o comprimento do
maior subintervalo tenda a zero; condi¢do essa que engloba a anterior.

Definimos a integral definida como

b

If(x)dx:lgr?o S*(P’f)]:A 16.26

que fornece a area da regido acima considerada, uma vez que a func¢io ffoi suposta nio negativa

no intervalo considerado.

16.5 Antiderivadas

A antiderivada de uma funcio g(x) é outra funcio, y(x), cuja derivada é a funcio g(x).
Da definicdo segue-se que:
dly()] _

— - g(x) y(x) ¢ a antiderivada de g () 16.27
A%

De acordo com o conceito de antiderivada, tal fun¢io é definida com exce¢io de uma
constante, isto ¢ a func¢do antiderivada nio ¢é, a rigor, Gnica, pois qualquer outra que difira dessa

por uma constante ¢, igualmente, uma antiderivada da mesma funcio.
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QOo0o0o0
Exemplo

A antiderivada da funcio g(x) = 2x ¢ a fungio y(x) = x> + C, onde C é uma constante qualquer.
Assim, a antiderivada da fun¢io proposta pode ser qualquer uma das fung¢des abaixo:

Y@ =+ 4
Y(x) =x2+10
y(x) = x>+ 100

00000

Portanto, a antiderivada se refere a uma familia de fun¢des que diferem entre si apenas por
uma constante. Isso ocorre porque a derivada de uma constante é zero.

Abaixo apresentamos uma tabela de antiderivadas.

Tabela 16.1: Tabela de antiderivadas.
Funcao Antiderivada
kx + C

f(x) =k
fix)=¢ e+ C
xn+1
f(x) =x"paran+—1 +C
n+l
a1
f(x)=x"== Injx| + C
X
f(x) = senx —cosx + C
f(x) = cosx senx + C
f(x) = sec’x tgx + C
f(x) = cossecx — cotgxy + C
f(x) = secx.tgx secx + C
f(x) = cossecx.cotgx — cossecx + C
1
arctgy + C

f(x): 1+x°

Para verificar cada um dos dados da Tabela 16.1, devemos recorrer aos resultados de

Derivadas das Fun¢des Simples e Técnicas de Diferenciacao.
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16.6 O Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece a conexdo entre o Calculo Diferencial e o
Calculo Integral. O primeiro surgiu a partir do problema de determinar a reta tangente a uma
curva em um ponto, enquanto o segundo surgiu a partir do problema de encontrar a area de
uma figura plana. Aparentemente, mas apenas aparentemente, entre os dois problemas parece
nio existir nenhuma relagio. Isaac Barrow, professor de Newton em Cambridge, descobriu que
os dois problemas estdo intimamente relacionados ao perceber que os processos de diferenciagio
e integragdo sio processos inversos. Entendeu, assim, o contetido do Teorema Fundamental do
Calculo. Entretanto, foram Newton e Leibniz, independentemente, que exploraram essa conexio
e desenvolveram o Cilculo. Em particular, eles perceberam que o Teorema Fundamental
permitia encontrar a area exata de uma figura plana de uma forma muito facil, sem a necessidade
de se calcular a soma de areas de um ntimero indefinidamente grande de retangulos, a partir da
antiderivada da funcio envolvida.

A seguir, apresentamos o Teorema Fundamental do Calculo, cujo enunciado é:

Seja g uma fungio continua no intervalo [a,b]. A integral definida dessa fun¢io nesse

intervalo, e dada pelo limite da soma de Riemann observada em 16.26, ou seja, pela expressio:

b

Ig(X)=y(b)—y(a) 16.28

a

onde a funcio y(x) é uma funcio anterivada de g(x).

Utilizaremos a notacio:

=y(b)-y(a) 16.29

b
a

[e(x)=»(x)

Assim, a integral definida é igual a diferenca entre os valores de qualquer uma das antideri-
vadas — também chamadas primitivas — calculada nos extremos da integral.

Concluimos, por exemplo, que

’ =%(b2—a2) 16.30

16 Calculo Integral
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e que, de forma analoga, a area sob a parabola dada por 16.3, no intervalo [a,b], é:

:[xzd =%x3:=%(b3—a3) 16.31
16.7 Integral Indefinida
Encontrar uma integral da forma
Ig(x)dx 16.32

¢ o mesmo que determinar uma func¢io y(x) denominada anderivada ou primitiva da funcio

g(x), tal que

dy;xx) =g(x) 16.33

Toda func¢io continua g(x) tem uma antiderivada y(x), definida pela expressio 16.33.

Tendo em vista que antiderivadas sao definidas a menos de constantes, uma integral da forma
16.32 ¢ uma integral indefinida. Uma integral indefinida define uma familia de fung¢des, que
diferem entre si por um termo constante. Assim, se y(x) for uma func¢io antiderivada de g(x),

y(x) + C também o sera. Portanto, a expressao mais geral de uma integral indefinida é:

J.g(X)dX'=y(X)+C 16.34
onde C é uma constante arbitraria. Isso nos permite escrever, por exemplo, que a integral
indefinida da func¢io g(x) = 2x pode ser, por exemplo, qualquer uma das funcdes:

I2xdx =x"+1
.[Zxdx =x’+4 16.35
j2xa’x =x"+10
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Essa arbitrariedade justifica o nome “integral indefinida”. Em geral, nio escrevemos expli-
citamente o termo constante.
A Tabela 16.2 apresenta algumas integrais indefinidas. Para conferir, basta derivar o termo

do lado direito com relacio a x e comparar com o integrando do lado esquerdo.

Tabela 16.2: Tabela de integrais indefinidas.

Funcao Integrando Integrais indefinidas
fx) =k [ ke = ke + C
f(x) = e [etdx=e+C
xn+]
f(x)=x"paran#-1 [xax=2—+c
n+1
f(x)=x"=l jldx=1n|x|+c
X X
f(x) = senx _[sen xdx =—cosx+C
f(x) = cosx Icos xdx =senx+C
f(x) = secix Isecz xdx =tgx+C
f(x) = cossec’x J.cossec2 xdx =—cotgx+C
f(x) = secx - tgx Isecx-tgxdx:secx+C

f(x) = cossecx - cotgx jcossec x-cotg xdx = —cossec x +C

£ (x)=—" [

1+ x?

e dx=arctgx+C

Como resultado da expressdo geral para o caso de um expoente real diferente de —1,

1 1
J‘(—Z}Lx:——+c 16.36
X X

podemos €screver:
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16.8 Integrais definindo funcoes

Consideremos uma integral da forma:

I(t,a)= jg(x)dx 16.37

Tal integral depende da variavel ¢ e da constante a de tal modo que, se variarmos o valor de a,
obteremos diferentes valores para a funcio [, que diferem por constantes.

Ademais, podemos escrever:

dl(ta) d
dt dt

U g(x)dx] = g(f) 16.38
Agora, como
I(a,a) = j 2(x)dx =0 16.39

do teorema fundamental do calculo resulta que podemos escrever a integral 16.37 como dife-

renca de antiderivadas:
I(t,a) = [ g(x)dx = y(t) - y(a) 16.40
ou

(1) = y(a) = [ g(x)dx 1041

onde y é a antiderivada da func¢io g(x). Observe que a integral acima é bem definida,isto é, nio

depende da constante C arbitraria que diferencia uma antiderivada da outra.
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O teorema fundamental do cilculo pode ser escrito em termos de grandezas inifinitesimais.

Para tanto, consideremos o caso em que y é a antiderivada da func¢ao g(x). Nesse caso, escrevemos:

dy(x) _

o g(x) 16.42

Assim, em termos de grandezas infinitesimais, ¢ valida a identidade:
g(x)dx =dy(x) 16.43

Efetuando a soma de Riemann em ambos os lados, levando em conta o intervalo [a,x], e

calculando os respectivos limites, escrevemos:
t t
Ig(x)dx = Idy(x) 16.44
O segundo membro de 16.44 pode ser escrito como

L=y = y(a) 16.45

[dy(x)=y(x)

Combinando a expressio 16.44 com 16.45, obtemos 16.41.

00000
Exemplos
® ExempLo 1
A antiderivada da funcio constante
g(x)=k 16.46

¢ a funcio y = kx + C. Donde inferimos que:
y(x)—y(a)zJ.kduzkuE:kx—ka 16.47

® EXEMPLO 2
A antiderivada da funcio cosseno, a menos de uma constante, é a funcio seno, pois

d(senx)
dx

=CO0SXx 16.48
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Assim, de acordo com o teorema fundamental do calculo, podemos escrever a seguinte expressio:

X
X
Jcos udu = sen u|a =senx—sena 16.49
a
donde inferimos que:
X
X
Icosuduzsenu|0 =senx —sen(0=senx 16.50
0
X
x s
J.cosua?uzsenuh/z =senx—sen(5j=senx—l 16.51
/2

® EXEMPLO 3
Consideremos o caso da fun¢io exponencial €. Tendo em vista que a derivada dessa funcdo ¢ dada por:

dle’

() _. 1652
dx

obtemos que a integral indefinida dessa fun¢io é dada por:

X
J-e“du =e"

a

X
=e" —¢ 16.53

a

Em particular,

X
je“du =e"

0

X

=" —e'=e" -1 16.54

0

Finalmente, considerando que

d (arctg(x)) 1

= 5 16.55
dx 1+x
podemos constatar que a integral dessa tltima fun¢io é dada por:
P 1
I o7 du = arctg u|x =arctg x —arctga 16.56
+u “
a

00000
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